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Limita funkce

4.1 Limita funkce

1. Umét nazorné vysvétlit na prikladech, co znamend pojem
limita funkce.

2. Pochopit pojem okoli bodu a jeho souvislost s pojmem limita.

3. Zvladnout teoreticky pojem limita funkce, tj. definici limity
funkce a jeji zapis.

4. Uvédomit si, co znamena spojeni vlastni limita ve vlastnim
bodé.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Definovat pojem limita funkce tak, aby mu rozuméli studenti
nematematickych oborl je kol pomérné narocny. My se o to
spole¢né pokusime. Vyjdéme z pojmu limita. Je odvozen z
latinského slova ,,limes", coz znamen3d v latiné pfi¢nou cestu, mez,
v presnéjsim vyznamu hranici, pomezi atd. V matematice
predstavuje limita hodnotu, ke které se ,,neomezené blizi hodnota
funkce, jestlize se hodnota proménné neomezené blizi k zadanému
Cislu®. VSimli jste si, ze posledni formulace je v uvozovkach. Je to
proto, Ze je i pres dobrou ndzornost velice nepfesnd a v matematice
takova formulace neni povolena.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

v

Formulace ,neomezené se blizi" neni matematicky korektni, jeji
smysl| zavisi na kontextu. Napf. pro automechanika sefizujiciho
pisty motoru neomezené blizko znamena tisiciny milimetr, pro
astronoma meé¥iciho vzdalenosti hvézd to znamena nékolik tisici
hvézdnych rokl. Pro¢ vlastné zavadime pojem limity? Vzdyt prece
staci do funkéniho predpisu dosadit hodnotu proménné a ziskat
funkéni hodnotu. Tak jednoduché to ovSem neni. Funkce totiz
nemusi byt v daném bodé definovana, ale miZe byt definovana pro
hodnoty velmi blizké tomuto bodu. Nebo definovana je, ale pro
hodnoty proménné, které jsou k x velmi blizké, jsou funkcni
hodnoty od f(x) velmi vzdalené. Pokusime se potfebnost pojmu
limita vysvétlit na nasledujicich dvou prikladech.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Priklad 4.1.1. (geometricky) Mame zadanou funkci y = f(x) na
D(f) a chceme v bodé xp € D(f) sestrojit te¢nu ke grafu funkce.
Prezentace 4.1.1

Vime, Ze k urceni dané primky potrebujeme zadat dva jeji body.
Urcité zname jeden bod hledané te¢ny. Je jim bod dotyku
[x0, f(x0)]. Jak, ale nalezneme druhy bod te¢ny? Je zfejmé, ze
nebude leZet v obecném pripadé na grafu funkce. Zvolime-li vSak
na grafu funkce bod [xo + h, f(xo + h)] .dostatecné blizky" bodu
dotyku, ziskdme secnu, kterd nebude od hledané tecny prilis
odklonéna. Podle volby h miZeme takovych secen udélat velmi
mnoho (viz prezentace).
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Vsechny prochazi bodem dotyku a jejich smérnice byste méli umét
odvodit ze znalosti ze stredni Skoly sami

k(x) =tga = fx)=fla)

X—Xp

f(Xo —+ h)—f(Xo)
h

Nazorné je jasné, ze urcitou limitni polohou systému selen v
Prezentaci 4.1.1/2-4 pro pfipad, ze x = xg + h se
blizi (jde) k xo (zapiSeme x — xp), tj. h seblizi k nule (h — 0), je
pravé hledana tecna. Jenze nulu za h nemizeme dosadit. Funkce
k(x) (viz Prezentace 4.1.1/5) neni pro x = xp, resp. h = 0
definovana. Pro x = xg je v Citateli i jmenovateli zlomku nula.
Pokud budeme hodnotu x krok za krokem pfriblizovat k xg, budou
se pro pripad tak hladkého grafu, jaky mame v prezentaci 4.1.1,
c¢itatel i jmenovatel zlomku co do absolutni hodnoty zmensovat.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

TuSime, Ze jejich podily budou ,,rozumna cisla”, jejichz hodnoty se
budou ustalovat. Zkusme tento predpoklad otestovat tfeba pro
funkci y = x3 a pro bod xp = 3,

X37
k(x) = X5

Vysledky ukazuji tabulky 4.1.1, 4.1.2.

X 3,20 3,10 3,05 3,02 3,01 3,005 3,002 3,001
k(x) | 28,84 | 27,91 | 27,4525 | 27,1804 | 27,09 | 27,045 | 27,018 | 27,009
Tabulka 4.1.1
X 2,80 2,90 2,95 2,98 2,99 2,995 2,998 2,999
k(x) | 25,24 | 26,11 | 26,5525 | 26,8204 | 26,9101 | 26,955 | 26,982 | 26,991
Tabulka 4.1.2
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Podil se zfejmé blizi k hodnoté 27. Zkusme kromé Ciselnych
vypocltil provést jesté rychly algebraicky odhad. P¥i vypoctu
pouZijeme vzorce

A3- B3 = (A-B)(A? + AB + B?)
a nakonec dosadime x = 3 + h:

2[4y 2
k(x) = =20 = BOHBA0) (34 p)2.3(3+h)49 = 27+9h+H2.

V pribéhu vypoétu jsme vykratili zlomek vyrazem (x - 3) (mdzeme
to udélat?). To mizeme udélat za predpokladu, ze x # 3, ale x
muize byt hodnoté 3 libovolné blizké. To odpovida situaci, kdy je ve
vysledku h libovolné blizké nule. Vidime vsak, Ze je-li h blizké nule,
je hodnota 9h + h? také blizka nule.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Vhodnou volbou h ji mizeme ucinit tak malou, jak jen chceme.
Veli¢ina k(x) se tedy blizi své limitni hodnoté 27 a pravé to jsme
odhadli z tabulky.

Priklad 4.1.2. (fyzikalni) Automobil vyrazi od benzinové pumpy
po primé dalnici tak, ze od okamziku ndjezdu na dalnici je jeho
drdha v metrech zavislosti na ase v sekundach urcovana funkci
s(t) = 3t + 10t. Jaky Gdaj uréuje ruci¢ka tachometru v okamziku
5 sekund od najezdu?

Pokud bychom zméf¥ili drahu s(t) v okamziku t > 5 s a drahu
urazenou v okamziku typ = 5 s, dostaneme primeérnou velikost
rychlosti v intervalu (5, t) i jako podil drahy urazené v tomto
¢asovém intervalu As = s(t) - s(5) a doby jeho trvani At =t -5,
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

v = s()=s(5) _ 3t>+10t-125
o t-5 t—5 )

Ruci¢ka tachometru neukazuje priimérnou velikost rychlosti. Jeji
Gdaj se méni v kazdém okamziku ty a odpovida situaci, kdy t je
velmi blizké tp. Ruci¢ka tachometru ukazuje okamzitou velikost
rychlosti. V nasem pfipadé je tog = 5s. Kdyz uz ted umime délat
odhady, nebudeme prece pocitat tabulku. Oznaéme t = 5 + h. Pak

v = s(5+h/)7—s(5) _ 3(5+h)2+1(/)7(5+h)—125 _ 40h23h2 — 40 + 3h.
Volbou malého h mizZeme opét ulinit odchylku vysledku od
hodnoty 40m - s~! libovolné malou. Okamzita velikost rychlosti
auta v ¢ase ty = b5s je tedy 40m - s 1, tj. 144km - h7L.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Vidime tedy, Ze limitni vyrazy mohou mit prakticky smysl.
Pomalu sméfujeme k matematické definici limity. NeZ vyslovime

.....

prikladu.
Priklad 4.1.3. (intuitivni pojeti limity) Uvazujme funkci

_ _ x?>—5x+6
= f(x) = %.

Jejim definiénim oborem je mnozina D(f) = R - {3}. Pokud bude
x € D(f), mazeme psat
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Grafem funkce je tedy pfimka s vynechanym bodem [3, 1]
(Prezentace 4.1.2/1). V bodé xo = 3 neni funkéni hodnota
definovana. Kdybychom chtéli rozsifit defini¢ni obor na celou
redlnou osu x, musime dodefinovat hodnotu funkce v bodé xp = 3.
Plvodni vzorec, jimz je funkce zadana, vypocet hodnoty f(3)
neumoznuje. Dodatecné dodefinovani funkce v bodé xp = 3
mizeme provést zcela libovolné. Zvolme naptiklad f(3) = 2.

Graf dodefinované funkce je v Prezentaci 4.1.2/2. Jind moznost,
jak dodefinovat funkce je f(3) = 1 (Prezentace 4.1.2/3). Které
Cislo je asi limitou funkce f(x) v bodé xp = 37 Je to islo 2 nebo
Cislo 17 A nebo Gplné jind hodnota? Intuice ndm napovida, ze je to
Cislo 1.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Kdyz je pouzijeme pro dodefinovani funkce, pretrzeny graf se
»zaceli*. Vidime, ze vezmeme-li dostate¢né maly interval proménné
x v blizkosti bodu xg = 3, docilime toho, Ze vSechny odpovidajici
funkéni hodnoty f(x) budou lezet tak blizko hodnoté 1, jak si
predem ur¢ime. Skuteéné, zkusme docilit toho, aby hodnoty f(x)
lezely v intervalu (1 - 0,01; 1 + 0,01) = (0,99; 1,01), tj.

099 <x-2<101 = 299 < x <301, x# 3.

Ztejmé se to podafilo. Misto hodnoty 0,01 zvolme libovolné malé
kladné Cislo . Ziskame obecné interval /(¢) = (1 -¢, 1 + €) kolem
funkéni hodnoty 1.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Kdybychom za ¢islo € dosadili napt. 0,001, podafilo by se opét
najit (o néco mensi - zkuste to) interval kolem bodu xp = 3 tak,
aby pro v8echny hodnoty x v ném (samozfejmé s pfipadnou
vyjimkou hodnoty xg = 3) platilo f(x) € /(). Jisté si
uvédomujete, ze hodnotu € bychom mohli dale stale zmen3ovat.
Pro zajimavost si feknéme, jak by takovy postup vypadal s
hodnotou 2, kterd jak intuitivné citime, limitou funkce v bodé
xo = 3 neni, protoze je graf funkce od bodu [3, 2] dost vzdalen.
Vezméme treba interval (1,5; 2,5) a hledejme hodnoty x obdobné
jako v predchozim prikladé. Pozadujeme

15<x-2<25=35<x<4,.

Tento interval viibec neobsahuje bod xp = 3! Dostali jsme se mimo
blizkost bodu xp = 3.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Z tohoto intuitivniho prikladu je vidét, ze ddlezitou roli pri
definovani limity bude hrat interval okolo bodu xg. Matematici pro
tento interval vymysleli pfirozeny ndzev okoli bodu xp. Pokusme se
o jeho presnou definici. VSimnéte si v definici jistych zpresnéni okoli
bodu X0-
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Definice 4.1.1

Necht 61, d2 jsou libovolna kladna Cisla.

Interval (xp - d1, x0) nazyvame levym okolim bodu x.
(Obr. 4.1.1/1).

Interval (xp, Xo + d2) nazyvdme pravym okolim bodu xp
(Obr. 4.1.1/2).

Interval (xo - 61, X0 + 02) nazyvame okolim bodu xp (Obr.
4.1.1/3).

Mnozinu (xg - 91, x0) U (x0, xo + d2) nazyvdme nedplnym
okolim bodu xp (Obr. 4.1.1/4).

Okoli bodu xp budeme oznadovat O(xp), nedplné okoli bodu
Xo budeme oznadovat O’(xp).
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Jsou-li ¢isla §1, 0o v definici 4.1.1 shodnd, hovofime o
symetrickém neuplném okoli (Obr. 4.1.1/5) ¢ symetrickém
okoli bodu xg (Obr. 4.1.1/6).

51 52
—o0 o
xg — 01 X0 Xo Xo+ 62
1) 2)
01 o 01 o
X0 — 01 xo Xo+ 62 X0 — 01 X0 X0+ 62
3) 4)
0 1) [ )
—0——0——0—
X0 — 6 X0 xp+ 0 X0 — 6 X0 X0 + 6
5) 6)
Obr. 4.1.1
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Je zfejmé, ze ma-li funkce urditou vlastnost pro vsechny body
daného okoli bodu xp, ma ji také na kazdém ,mensim* (dokonce
symetrickém) okoli bodu xp. Nacrtnéte si takovou situaci. Body
symetrického okoli bodu xp lze také vyjadrit pomoci
nerovnosti |x - xg| < J. Vite pro¢?

Po zavedeni pojmu okoli bodu xp a predchazejicich Gvahach jsme
schopni zavést pojem limity funkce v bodé xg.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Definice 4.1.2

Necht funkce f je definovana na néjakém okoli bodu xp. Pak
fikdme, Ze funkce f ma v bodé xp limitu rovnou dislu L,
kdyz ke kazdému okoli O(L) ¢isla L existuje takové neiiplné
okoli O'(xp) ¢isla (bodu) xp, Ze pro kazdé x € O'(xp) plati
f(x) € O(L). (matematicky bychom to zapsali takto

x € O'(xg) = f(x) € O(L)). Piseme XILnj<O f(x)=L.
(Geometricky vyznam definice limity funkce v bodé osvétluje
Prezentace 4.1.3)
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Zaménime-li v této definici neliplné okoli O’(xp) bodu xg za levé
okoli bodu xg, resp. pravé okoli bodu xg, dostaneme definici
limity zleva, resp. zprava. PiSeme

lim f(x) = Ly, resp. Iim+ f(x) = Ly.

X—)XO X4)X0

Je ziejmé, Ze Cislo L je limitou funkce f v bodé€ xp pravé tehdy,
existujeli v tomto bodé jak limita zprava, tak limita zleva a jsou si
rovny. (Dovedli byste toto tvrzeni (matematickou vétu) zapsat
symbolickym zapisem? Zkuste to!).

V pfipadé, Ze v definici 4.1.2 jsou Cisla xg a L realna Cisla,
tj. xo0, L € R, mluvime o vlastni limité ve vlastnim bodé.
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Limita funkce

4.1 Limita funkce

Zavedeme-li kladna ¢&isla €, §, mizeme okoli O(L) bodu L popsat
intervalem (L - £, L + ¢) a ne(ipIné okoli O’(xp) bodu xgp je mozné
popsat mnozinou (xp - 9, xp) U (X0, Xo + 0). Pak mizeme vyslovit
tzv. ,epsilondeltovou” definici limity, kterd se ¢asto vyuziva v
dlkazech matematickych vét o limitach.

Definice 4.1.3

Necht xg, L € R. Rikdme, Ze funkce f ma v bod& xg limitu
rovnou Cislu L, kdyz ke kazdému & > 0 existuje § > 0 tak,
Ze pro vsechna x, 0 < |x - xo| < 4§ plati |[f(x) - L| < e.
(Geometricky vyznam definice limity funkce v bodé osvétluje
Prezentace 4.1.4)
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4.1 Limita funkce

Priklad 4.1.4. Pro funkci f : y = ¢, c € R, D(f) = R,

plati lim lim ¢ = c v libovolném bodé xg € R.
X—>X0

(Dikaz uvedeme v Prezentaci 4.1.5).

Priklad 4.1.5. Pro funkci f : y = x, D(f) = R plati

lim x = xp pro kazdé xo € R.
X—rX0

Uméli byste toto tvrzeni pomoci definice 4.1.2 nebo definice
4.1.3 dokdazat? Je to velmi jednoduché.
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Véty o limitach

4.2 Véty o limitach

Studijni cile

1. Perfektné ovladat pravidla pro vypocet limit.

2. Pochopit vypocet limit pomoci metody nazvané metodou
vykraceni nepohodIného vyrazu.

3. Na prikladu vysvétlit vétu o limité slozené funkce.

Pokud se budeme hloubéji zabyvat limitou funkce vyvstanou jisté
tyto otazky: Ma funkce v kazdém bodé limitu? Maze mit funkce
vice nez jednu limitu v daném bodé?
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Véty o limitach

4.2 Véty o limitach

D3 se ukdzat, ze napf. Dirichletova funkce §(x), kterd je
definovana takto:
0, je-li x iraciondlni Cislo,
d(x)= (nelze ji graficky zndzornit)

1, je-li x raciondlni Cislo.

nema v zadném bodé limitu.
Na druhou otdzku odpovida nasledujici véta.

Funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
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4.2 Véty o limitach

Jisté bychom chtéli limity néjakym zplsobem prakticky pocitat.
K tomu poslouzi nize uvedené pravidla pro poditani s limitami.

Véta 4.2.2.
Necht lim f(x) = Ly, lim g(x) = L,. Pak plati
X—rXp X—rXp
a I|m ( (x)+ g(x)) = lim f(x)+ lim g(x) =Ly + Ly,
X—rX0 X—X0

X—rX0

) (
b) lim (£(x) — g(x)) = lim £(x) ~ lim g(x) = L ~ Ly,
)
)

) Jim (F(x)-g(x)) = fim 7(x)- lim g(x) = L1 L,
d I|m [c f(x)]=c- Iin)1(0 f(x) =c- Ly,
lim f(x)
0 f X) XX -
) lim FON T 20 = i pokud L # 0.
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4.2 Véty o limitach

Analogicka pravidla dostaneme pro jednostranné limity, tzn.
zaménimeli v predchozi tabulce slovo ,limita” za slovo ,limita
zprava“, resp. ,limita zleva”. Tato pravidla vypadaji docela
prirozené a asi bychom jind ani necekali. Presto je matematici musi
dokazovat. To nechdme na nich, my je budeme pouze aplikovat v
praktickych prikladech.

Necht na néjakém nedplném okoli O’(xp) bodu xp plati
f(x) < h(x) < g(x) a necht Ii_>m f(x) = Ii_>m g(x) = L.
X—>X0 X—X0

Pak existuje limita funkce h(x) a plati Ii_)m h(x) =
X—>X0
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4.2 Véty o limitach

Tato véta se pouziva v diikazech. Dovedli byste znazornit situaci
popisovanou ve vété na obrazku? Zkuste to.

Véta 4.2.4 (Véta o limité slozené funkce).

Necht lim g(x) = a, lim f(u) = L a existuje takové
X—rX0 u—a

nedplném okoli O’(xg) bodu xp, ze pro vSechny x € O’ je
g(x) # a. Pak slozena funkce f(g) ma v bodé xp limitu a
plati lim f(g(x)) = L.

X—rX0
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4.2 Véty o limitach

Priklad 4.2.1. Vypodtéte limitu lim sin(3x) a vysledek

us
x=5

prekontrolujte v Mathematice.
ReSeni:
x=3 u— 377‘ x—%

( lim (3x) = 3771- A lim sin(u) = —1> = lim sin(3x) = —1

V softwaru Mathematica pouzijeme nasledujiciho prikazu
Limit[Sin[3x], x->Pi/2]
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4.2 Véty o limitach

Tvrzeni d) z véty 4.2.2 (viz str. 25),mizeme z pomoci znalosti
prikladu 4.1.4 (viz str. 22) rozsifit na koneény pocet s¢itancd.
k k
Pro k € N plati: lim Zc,- - fi(x) = Zc,—- lim fi(x).

X—rXp < - X—rX0
i=1 i=1

Z této poznamky a prikladu 4.1.5 (viz str. 22) okamzité vyplyva
vysledek nasledujiciho prikladu.

Priklad 4.2.2. Pro polynomickou funkci

fry=anx"+a,_1X" '+ ... +ax+a, a€R, i=12...,n
je lim f(x) = f(x0) pro xo € R libovolné.
X—rX0
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4.2 Véty o limitach

Ndsledujici véta ndm naznaduje, jak budeme limity prakticky
pocitat.

Véta 4.2.5.

Jestlize pro dvé funkce f, g plati pro vSechna x z nelipIného
okoli O’(xp) bodu xg, Ze f(x) = g(x), potom Ii_)m f(x)
X—X0

existuje, pravé kdyz existuje lim g(x) a plati
X—rX0

lim f(x) = lim g(x).

X—>X0 X—>X0
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4.2 Véty o limitach

Véta 4.2.5 se vyuziva pfi vypoctu limity podilu funkci v bodé xp.

PFi vypoctu lim

x—=xo hp(x)
libovolnym vyrazem, ktery je v néjakém okoli bodu xg rizny od
nuly, aniz se zméni limita podilu funkci. Vyzkousime si tuto vétu a
véty z této kapitoly pri praktickych vypoctech limit v nasledujicich
prikladech. Tuto metodu mizeme nazvat ,metodou vykraceni
nepohodiného vyrazu“.

mizeme podil Z;Eig kratit nebo rozsifovat

Priklad 4.2.3.
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4.2 Véty o limitach

Vyuzili jsme vétu 4.2.5. Funkce f : y = £-2X3 nenj v bodg
xo = 3 definovana. Citatel i jmenovetel Ize kratit vyrazem x - 3.
Funkce g : y = x + 1 je v bodé xg = 3 definovdna a ma limitu

rovnu Cislu 4. Nacrtnéte grafy obou funkci f a g.

Priklad 4.2.4. Funkce f : y = Y>2*=2 nenj definovana v bod&
xp = 0. Abychom se pfi vypoctu limity v bodé 0 zbavili
,nepohodlného vyrazu" x ze jmenovatele, cely zlomek vhodné

rozsirime.
o VXHA-2 L Vx+4-2 x+4+2
im —— = . =
x—0 X x—0 X VX+44+2
1 1

x+4—-4
im ————— = lm —— = -
x=0x(v/x+4+2) x=04yx+4+2 4
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4.2 Véty o limitach

Priklad 4.2.5. P¥i vypoctu nasledujici limity vyuzijeme zndmého
vzorce pro goniometrické funkce. Potfebujeme odstranit vyraz sin x
ze jmenovatele, protoze lim sinx = 0.

x—0

sin2x . 2sinxcosx .
lim — = |lim —— = lim 2cosx = 2
x—0 sinx x—0 Sinx x—0

Ukol 4.2.1. Vypoctéte limity z prikladd 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5 pomoci
softwaru Mathematica.
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4.3 Nevlastni limita

Studijni cile
1. Pochopit slovni spojeni , nevlastni limita funkce ve vlastnim
bodé".

2. Prakticky ovladat vypocet nevlastni limity pomoci véty 4.3.2.

V definici limity jsme predpokladali, ze L je redlné Cislo. Mluvili
jsme o vlastni limité. Jisté si dovedete predstavit funkci, jejiz
funkéni hodnoty rostou do +oo nebo klesaji do -co, kdyz se x se
blizi k xp.
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4.3 Nevlastni limita

Pak rekneme, ze funkce ma v bodé xg nevlastni limitu +oo,
pripadné -oco. Grafické zndzornéni této situace je v Prezentaci 4.3.1
a Prezentaci 4.3.2. Uméli byste tento pripad néjak popsat, tzn.
sestavit pfislusnou definici? Trochu Vam poradime.

Definice 4.3.1.

Necht funkce je definovana na néjakém nelplném okoli
O’(xp) bodu xp. fikdime, Ze funkce ma v bodé xy nevlastni

limitu +oo (pfipadné -00) a piseme Ii_)m fix) = o0
X—rX0
(pfipadné lim f{x) = —o0), kdyz ke kazdému A existuje
X—>X0
takové neiplné okoli O’(xg) bodu xp, ze pro kazdé
x € O'(xp) plati f(x) > A (pfipadné f(x) < A).
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4.3 Nevlastni limita

Tuto definici si objasnime v Prezentaci 4.3.3 a Prezentaci 4.3.4.
Vsimnéte si, ze islo A muzete volit libovolné velké (pfipadné
malé), v tom je smysl nasi definice. Nevlastni limity mohou byt i
jednostranné tj.
lim f(x) =00, lim f(x) =00, lim f(x)=-00, lim f(x) = -c0.
x—=xg X=Xy x—xg x—xq
Uméli byste pomoci definice 4.1.1 a definice 4.3.1 sestavit definice
téchto limit? Znazornime si tyto situace v Prezentacich 4.3.5,
4.3.6, 4.3.7 a 4.3.8 a zaroven v nich pfislusné definice sestavime.
Zrejmé plati nasledujici véta:
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4.3 Nevlastni limita

Funkce ma v bodé xp nevlastni limitu oo pravé tehdy, kdyz
lim f(x) = lim f(x) = occ.

X—)Xo XA)XO

Ztejmé nevlastni limitu ziskame z limity podilu funkci tj.
f'
lim (x) pokud I|m f(x) =L #0 jevlastnia lim g(x) =0,
X—>X0

x—x0 g(x)’
coz jsme ve vété 4.2.2 e) vyloudili. Nasledujici véta dava navod,

‘
jakym zplsobem zjistime, zda lim (x) je nevlastni a rovna +o0
x—=x0 g(x)

nebo -00.
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4.3 Nevlastni limita

Véta 4.3.2.
Necht lim f(x) =L # 0 je vlastni a lim g(x) = 0.
X—X0 X—rX0
Existuje-li netipIné okoli O’(xp) bodu xp tak, ze pro vSechna
x € O'(xp) jsou obé funkce definovény a plati
f(x) - g(x) > 0 (pfipadné f(x) - g(x) < 0), pak

lim @ = +o00 | pfipadné lim @ =— .
X—rX0 g(x) X—X0 g(x)

Jisté uz vite, ze analogickou vétu k této vété bychom mohli
vyslovit i pro jednostranné limity. Zkuste to.

RNDr. Jan Ostravsky, CSc.
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4.3 Nevlastni limita

V dalsim prikladu ukazeme praktické pouziti véty 4.3.2

Priklad 4.3.1. Uréete limitu lim

x—=11—x"
Reseni: Nejdfive spoditdme limity lim x a lim (1 — x). Ué&inime
x—1 x—1

tak pfimym dosazenim Cisla 1 do vyrazd x a 1 - x. Zrejmé plati, ze

limx =1 a lim(1 — x) = 0. Nelze tedy pouzit vétu 4.2.2 e).
x—1 x—1
Zacneme vySetfovanim jednostrannych limit lim x a lim (1 — x).
x—1t x—1+
Plati lim x=1a lim (1 — x) = 0. Lze tedy pouzit analogii véty
x—1+ x—1+

4.3.2 pro vypocet lim .
x—11—x
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4.3 Nevlastni limita

K tomuto (celu zvolime pravé okoli bodu 1, napf. interval (1, 2).
Protoze hodnota soucinu x - (1 - x) v tomto okoli zdporna, je

lim = —00
x—=1t 1 —x
Déle plati lim x=1a lim (1 — x) = 0. Protoze hodnota
x—1- x—1-

soucinu x - (1 - x) je v levém okoli napf. (0, 1) bodu 1 kladna,

plati lim = 00. Podle véty 4.3.1 tedy limita lim
x—=1-1—Xx x—=11—X

neexistuje.

Po Gpravé (prevedeni neryze lomené na funkce na celistvou a ryze

lomenou délenim polynoml‘.’l) zépisu funkce y = %5 na tvar

y=-1+ 1£x =-1- 1 nacrtneme takto upravenou funkci

(srovnej v kapitole 3) a zkontrolujeme tak provedené dvahy a
vysledky (Prezentace 4.3.9).
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4.3 Nevlastni limita

V softwaru Mathematica pouzijeme pro vypocet jednostranné
limity zprava nésledujiciho prikazu

Limit[x/(1-x),x->1,Direction->-1]
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Studijni cile

1. Pochopit slovni spojeni ,vlastni limita funkce v nevlastnim
bodé". Umét zkonstruovat na tuto limitu néjaky priklad.

2. Prakticky ovladat vypocet limity v nevlastnim

bodé s vyuZitim limit lim — =0, lim — =0.
X—00 X X——00 X

3. Osvojit si slovni spojeni ,,nevlastni limita funkce v nevlastnim
bodé€". Umét zkonstruovat na tuto limitu néjaky priklad.

4. Pomoci vét 4.4.1, 4.4.2 zvladnout prakticky ,,bez vypoctu”
stanoveni limity raciondalni funkce ryze ¢i neryze lomené.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

5. Na praktickych prikladech si uvédomit vyznam vlastni limity v
nevlastnim bodé.

V definici 4.1.3 jsme definovali ,vlastni limitu L ve vlastnim
bodé xp“ tj. xo, L € R. Pojem limity je mozné rozsifit i na pripady
Xp = +00, X9 = -00. Podle predeslé terminologie se tak dostavame
k pojmu limity funkce v nevlastnich bodech +oc0, -0c. Definici
téchto pojma si priblizime na Prezentacich 4.4.1 a 4.4.2. Z téchto
obrazk( se miizeme pokusit o definici ,vlastni limity v nevlastnim

bodé".
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Definice 4.4.1.

Rikdme, Ze funkce f ma vlastni limitu L v nevlastnim bodé +oco

(pfipadné -00) a piseme lim f(x) =L ( lim f(x)= L), kdyz ke
X—>00 X—r—00

kazdému £ > 0 existuje A tak, ze pro vSechna x > A

(pfipadné x < A) plati |f(x) - L| < e.

Tuto definici si objasnime v Prezentacich 4.4.3 a 4.4.4.
Vsimnéte si, ze Cislo € miZete volit libovolné malé a vzdy k nému
nalezneme vhodné A, v tom je smys| nasi definice.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Jisté vas napadne myslenka, zda bychom nemohli také definovat
nevlastni limitu v nevlastnim bodé. Dalsi definici sestavime tedy
pro pfipad, ze funkce f bude mit nevlastni limitu +o0o v nevlastnim
bodé +o0o. Uméli byste sestavit néjakou konkrétni funkci, kterad by
méla takou limitu? Urcité napr. funkce y = In x, y = x, y = 2%
atd. Jak bychom tyto konkrétni limity zapsali? Jednoduse takto:

lim Inx =00, Ilim x=o00, lim 2¥ = oo0.

X—>00 X—>00 X—>00
Pokuste se napsat nékteré dalsi elementdrni funkce. Z obrazki
téchto funkci bychom mohli pfislusnou definice sestavit. Mohla by
vypadat tfeba takto:
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Definice 4.4.2.
Rikdme, %e funkce f ma nevlastni limitu +oco v nevlastnim bodé&
+00 a piseme lim f(x) = oo, kdyz ke kazdému redlnému A

X—>00

existuje readlné B tak, Ze pro vSechna x > B plati f(x) > A.

Tuto definici si objasnime v Prezentaci 4.4.5. VSimnéte si, ze Cislo
A mizete volit libovolné malé a vzdy k nému nalezneme vhodné B,
v tom je smysl| nasi definice.
Priklad 4.4.1. Ze znalosti grafu funkce y = % urCete limity

1
lim — a lim —.
x—00 X X——00 X

Reseni: Prezentace 4.4.6
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

1 1
Vzhledem k tomu, ze limity lim — =0 a E}m - =0,
X—00 X X——00 X

s vyuzitim tvrzeni 4.2.2 c) snadno nahlédnete, Ze také limity

1 1
lim — =0, im — =0, neN.
x—o0 XN x——o00 X"
Tohoto vysledku budeme vyuZivat pfi Redeni limity racionalni
lomené funkce, tedy limity podilu dvou polynomi.
4x% +10x + 12

Priklad 4.4.2. Urcete limitu xII—>nc]>o ox2 _bx 12
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Reseni: Sledujme nejdfive chovani racionalni lomené funkce pro
nartstajici x. Citatel i jmenovatel jsou polynomy, je tedy zfejmé, ze
Citatel i jmenovatel nabyvaji neomezené velkych hodnot pro
neomezeny rast proménné x. Otazka zni, zda se mize podil téchto
neomezené velkych hodnot ,ustdlit” na néjaké konecné hodnoté.
Jisté dovedeme odhadnout, Ze nejvétsi prirdstek k nardstu funkeni
hodnoty polynomu pochdzi od nejvyssi proménné, zatimco
mocniny nizsi jiz takovou roli hrat nebudou. V nasem pripadé je
nejvyssi mocninou v Citateli i jmenovateli druhd mocnina. D3 se
tedy ocekavat, ze by limitou mohlo byt néjaké konecné dislo.
Zkusme nejdrive dosazovat ¢isla: 100, 1 000, 10 000, 100 000 atd.
Uz jste zjistili, které to bude?
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Ukazeme si metodu, jak tuto limitu spocitdme. Obvykly rutinni

vypocet spociva ve vytknuti nejvyssi mocniny v Citateli i
jmenovateli:

X—00 6X2—6X—|—2 X—00 X2(6_g_|-x%)

S vyuZitim véty 4.2.2 a vysledk( z prikladu 4.4.1 limitu
dopoditame:

2 10, 12 lim 4+ i 10+ li 12
lim X (4+ X + fo) _ xi)moo XLn;o )6( xl[ro]o)2( —_ 4 _ 2
6 . 2\ 63
xroe x2(6 — ¢+ ) lim 6— lim -+ lim —
X—00 xX—00 X X—00 X
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

4x%24+10x+12

6x°—6x12 Naleznete v Prezentaci 4.4.7.

Graf funkce y =

V softwaru Mathematica pouzijeme pro vypocet limity v
nevlastnim bodé nasledujiciho prikazu

Limit[(4x~2+10x+12)/(6x"2-6x+2) ,x->Infinity]
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Vysledek tohoto prikladu bychom mohli zobecnit do nasledujici
véty:

Véta 4.4.1 (Vlastni limita racionalni funkce v nevlastni bodg).

Jestlize n < m, tak pro hodnotu limity raciondlni funkce f(x)
g;((i)) v nevlastnich bodech plati

lim

x—+to0 Qm(x) N 2o

Po(x) [ 0, jestlize n < m,
2L, jestlize n = m,

kde ap,, by, jsou koeficienty polynomt P,(x), Qm(x) pfi jejich
nejvyssi mocniné x.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Véta 4.4.2 (Nevlastni limita raciondlni funkce v nevlastni bodg).

Jestlize n > m, tak pro hodnotu limity racionalni funkce f(x) = gr"n((’;)) v
nevlastnich bodech plati
1.
lim Pn(x) _J oo jestlize apb, > 0,
x—00 Qpm(x) —o0, jestlize a,b,, < 0.
2.
—o00, jestlize parita n, m je shodnd a a,b,, < 0,
im Pn(x) jestlize parita n, m je rtizna a a by, > 0,
x=—00 Qm(x) | o0, jestlize parita n, m je shodnd a a,b, > 0,
jestlize parita n, m je rlizna a a,b,, < 0.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Véta 4.4.2 (Nevlastni limita racionalni funkce v nevlastni bodé).
pokracovani. ..

Cisla a,, bm jsou koeficienty polynomti P,(x), Qn(x) pfi jejich nejvyssi
mocniné x.

Poznamka 4.4.1. Paritou ¢isel m, n myslime jejich vlastnost byt
sudym anebo lichym cislem.

Pokusime se najit néjaké aplikacni pfiklady na limity v
nevlastnich bodech. Hodnota limity v nevlastnim bodé aproximuje
hodnotu funkce v extrémné velkych argumentech. Napfriklad
rustové funkce jsou zajimavé z hlediska svych hodnot v
»nekonecné” velkych argumentech.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Rastové funkce popisuji vyvoj sledované veliciny v zavislosti na
Case a hodnota limity v nevlastnim bodé€ vyjadfuje jejich
potencialni maximalni hodnotu (rist prodeje zbozi, rist stromu,
rist mikrobiologické kultury atd.).

Mnohé jevy maji charakteristicky priibéh, ktery souvisi s jejich
riznou dynamikou ristu, resp. klesani. ¢asto je popisujeme tzv.
logistickymi kfivkami tvaru f(x) =
A>0,a>0,b<0,t>0 (as).

Priklad 4.4.3. (Rust mikrobiologické kultury) Ruist
mikrobiologické kultury je popsany nasledujici funkéni zavislosti:

_A
1+aebt’

_ 750
y = 146,56 04t
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

kde t je Cas, y mnozstvi kultury v gramech. Zjistéte, zda se
skute¢né jedna o rostouci funkci a zda rist kultury je ohraniceny,
jestlize je ohraniceny, jakou maximalni hodnotu muze dosdhnout.

Reseni: Vysetfime monotdnnost dané funkce, pricemz vyuZijeme
znalost grafu exponencialni funkce y = e~ %%t Z Prezentace 4.4.8
vyplyva, ze exponencialni funkce y = e~ %4t je klesajici a

lim e %*t = 0. DokaZme nyni, Ze funkce y =
t—o0
rostouci.

750 -
176,5¢ 04t J€
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

t; < to,
e—074t1 > e—0,4t2,
6,5e 04t > 6, 5e 04,

146,5e7 %% > 1 46,56 04,

1 < 1
146,504 1+6,5e 0402
750 < 750
1_;'_675670,41‘1 1+6’5670,4t2 -
Funkce y = W je tedy rostouci (def. 3.4.4.) a protoze
lim 70 = 720 = e = 750
t—oo 14 6,5e"04 1,65 lim e 04 = 14650
t—o0

je dana funkce shora ohrani¢ena Cislem 750 (Prezentace 4.4.9).
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Toto dCislo vyjadfuje maximalné mozné mnozstvi dané kultury, které
Ize dosdhnout za predpokladu, ze se tato kultura bude
rozmnozovat neomezeny cas.

Priklad 4.4.4. (Korfova rastova funkce)

Vysku stromu v zdvislosti na ¢ase modeluje Korfova funkce y =
Ae—%, kde A, k, n jsou kladné konstanty, které zavisi na druhu
dreviny a environmentalnich podminek. Pomoci limitniho poctu
ukazte, ze pro t — 0T se hodnota funkce bliZi k nule a vypo&tem

limity pro t — oo zdlivodnéte vyznam konstanty A.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

= . k. . -
Reseni: Funkce y = Ae™ »" je definovana pro t € (0,00) a vysku
stromu v ¢ase t = 0 (kterd je zfejmé nulovd) mizeme vypocitat
k
jen jako limitni pfipad lim Ae™ »". Protoze lim — = oo,
t—0+ t—0t t

. k "y .
tak lim — = oo a v kone¢ném daisledku
t—0+ nt”

t—0t t—0+ e

_k
lim Ae~#" = lim A <1> " A.0=0. Jestlize t — oo, tak

- ; y : ke
hodnota limity (v nevlastnim bodé co) lim Ae™ m" =
t—o0

i ke oy C ey
Aelimesoo (—ain) = A0 = A vyjadfuje maximalni vysku stromu,
kterou mize dana dfevina dosdhnout pfi neomezeném ristu.
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4.4 Limita v nevlastnim bodé

Ukol 4.4.1. Stanovte funkce fi(x), i =1, 2,...,6, v nasledujicich
limitach tak, aby platilo

lim fi(x) =5, lim f(x)=-1, lim f3(x) = oo,
t—00 t——00 t—00
lim fa(x) = —o0, lim f5(x) =00, lim fs(x) = —oc.
t—o0 t——o00 t——o00

O spravné volbé funkci f; se presvédcte vypoctem téchto limit
pomoci softwaru Mathematica.
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4.5 Asymptoty grafu funkce

1. Umét vysvétlit pojmy asymptota se smérnici a asymptota bez
smérnice s prislusnymi nacrty téchto asymptot.

2. Naudit se vzorce pro vypocet koeficientl k, g v rovnici
asymptoty se smérnici y = kx + g (véta 4.5.1).

Stava se, Ze pfi zkoumani grafu funkce se pro neomezené
rostouci (klesajici) argument x body grafu funkce pfiblizuji k
bodim urcité primky. Takovou pfimku nazveme asymptotou se
smérnici ke grafu funkce y = f(x) (neni kolma na osu x).
Zkoumejme obrazek v Prezentaci 4.5.1.
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Vidime, ze body grafu funkce se pfriblizuji k pfimce pravé tehdy,
kdyz f(x) — kx — g — 0. Na zakladé této avahy jisté porozumite
definici asymptoty se smérnici.

Definice 4.5.1.

Pfimka o rovnici y = kx + g je asymptota se smérnici ke grafu
funkce y = f(x), kdyz plati

(f(x) —kx—q) =0 nebo lim (f(x)—kx—q)=0

lim
X— 00 X—r— 00

Vime, Ze asymptota je pfimka. Vezméme smérnicovy tvar rovnice
primky y = kx + q. Nasledujici véta dava navod, jak koeficienty
k, g v rovnici y = kx + q vypocitame.
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Véta 4.5.1.

Primka y = kx + g je asymptota se smérnici ke grafu funkce
y = f(x) prévé tehdy, kdyz souéasné plati

o f(x) . _
t—l)lToo —~ = k a tllToo(f(X) — kx) =q nebo
im T ko im (F) - k) = g
t——oc0 X t——o0

Jisté vas napadlo, Ze zfejmé existuji i asymptoty kolmé na osu x,
které nazyvame asymptoty bez smérnice ke grafu funkce.
Pfipomernime si graf funkce y = % v Prezentaci 4.5.2.
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Z prezentace je vidét, Ze ke grafu funkce existuji dvé asymptoty:
a) asymptota se smérnici y = 0 (jedna se o specialni pfipad, v
némz je konstanta k = 0). Takové asymptoty nazyvame
,vodorovné" asymptoty,
b) asymptota bez smérnice x = 0. Z prezentace 4.5.2 je vidét, ze
pro tento pfipad lim f(x) =+4oco0 a lim f(x) = —oc.
t—0+ t—0—

Jisté vyvstane otdzka, zda také pfipad b) nelze popsat obecné
néjakou matematickou definici. Neni to nic tézkého:
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Definice 4.5.2.

Primka x = xp je asymptotou bez smérnice ke grafu funkce
y = f(x), kdyz existuje aspof jedna z nevlastnich limit:

lim f(x) =400, lim f(x)=+oo,

X—>X0+ X~>X0_
lim f(x)=—oc0, lim f(x)=—o0.
X*>X(;r x—)xo_

Ukol 4.5.1. Stanovte funkci f(x), aby méla asymptotu bez
smérnice x = 2. O spravné volbé funkce f(x) se presvédite
vypo¢tem pomoci softwaru Mathematica (co budeme vlastné

pocitat?).
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Ukol 4.5.2. Stanovte funkci f(x), aby méla tyto asymptotu bez
smérnice x = 3, x = -3. O spravné volbé funkce f(x) se presvédcte
vypo¢tem pomoci softwaru Mathematica (co budeme vlastné
poditat?).

Ukol 4.5.3. Stanovte funkci f(x), aby méla ,,vodorovnou*
asymptotu y = 2. O spravné volbé funkce f(x) se presvédcte
vypoctem téchto limit pomoci softwaru Mathematica (co
budeme vlastné poditat?).

Na zavér tohoto odstavce spocitame vzorovy priklad.
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Priklad 4.5.1. Urcete asymptoty grafu funkce y = x + %

= . T 1 —
ReSeni: ProtoZze lim | x+ — | = 400, existuje asymptota bez
x—07F X

smérnice o rovnici x = 0. Stejné tak i z limity zleva

x—0~
rovnici x = 0. Najdéme asymptotu o rovnici y = kx + q. SpoCteme

1 1 1
k= lim <X—|—>_1, g= lim (x—i——l-x>_0.
xX——+00 X X X——400 X

Existuje asymptota y = x. Dal$i asymptota neexistuje, protoze také

1 1 1
lim <X+>:1, lim <x+—1~x):O.
X——00 X X X——00 X

. 1 . _
lim <x + ) = —o0 plyne existence asymptoty bez smérnice o
X
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4.5 Asymptoty grafu funkce

Vypoctem se jen potvrdilo ,,asymptotické chovani” grafu funkce i

pro x — —oo. Graf funkce a jeji asymptoty naleznete v Prezentaci
45.3.

Ukol 4.5.4. Prekontrolujte vypocet asymptoty z prikladu 4.5.1
pomoci softwaru Mathematica.
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4.6 Spojitost funkce

Studijni cile

1. Umét nazorné vysvétlit na prikladech, co znamenaji pojmy
spojitd a nespojitd funkce (pozorné si prohlédnout definici
4.6.1).

2. Pochopit definici spojité funkce.

3. Porozumét vyznamnym vétam o spojité funkci na uzavieném
intervalu (Weierstrasova, Bolzanova, Rolleova).

Pri sledovani redlnych jevi se vyskytuji funkce, jejichz pribéh
grafu je ,,plynuly”, ,,nepferusovany", ,spojity”, priklady se daji
uvést z mechaniky, z teorie plyn( atd. Existuji, ale i funkce
probihajici ,,po skocich” (nap¥. v teorii informace).
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4.6 Spojitost funkce

Vratime-li se k Prezentaci 4.1.2 vidime, ze graf funkce je v bodé

x = 3 preruseny - nespojity. VSimli jsme si také, Ze po dodefinovani
funkce hodnotou f(3) = 1 se graf funkce ,zacelil”. Zd3, se ze
pokud limita funkce v néjakém bodé se bude rovnat funkéni
hodnoté, graf funkce v tomto bodé bude spojity.

Definice 4.6.1.

Funkei f(x) definovanou v jistém okoli bodu xq nazveme spojitou
v bodé xg, jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(xo)

X—rXp
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4.6 Spojitost funkce

Analogicky miZeme definovat spojitost zleva a spojitost
zprava.

Tabulka 4.6.1 popisuje jednotlivé stranky Prezentace 4.6.1, kde
jsou zndzornény rdizné situace objasnujici pojem spojitosti,
eventuelné nespojitosti funkce. Z obrazk( v prezentaci vyplyva, ze
definice spojitosti odpovida situaci, kdy graf funkce neni v bodé xg
»pretrzen”, je spojity. PIny krouzek oznacuje bod, ktery nalezi
grafu funkce.
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4.6 Spojitost funkce

4.6.1 | Funkéni | limita | limita | limita | spojita | spojita | spojita

/ hodnota | zleva | zprava zleva | zprava

1 nedef. Ly Ly neex. ne ne ne
2 f(x0) Ly L, neex. ne ne ne
3 f(xo) Ly f(xo) | neex. ne ano ne
4 f(xo) f(xo) L, neex. ano ne ne
5 nedef. L L L ne ne ne
6 f(xo) L L L ne ne ne
7 f(xo) f(x) | f(x) | f(xo) | ano ano ano

Tabulka 4.6.1: Prezentace 4.6.1
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4.6 Spojitost funkce

Pojem spojitosti funkce je velmi duleZity zejména v aplikacich.
Jak je to se spojitosti elementarnich funkci? Vysledek se nachazi v
nasledujici vété.

Véta 4.6.1.

Kazdda zakladni elementarni funkce, jejimz defini¢nim oborem je
otevreny interval, je spojitd v kazdém bodé defini¢niho oboru.
Je-li definovdna v uzavieném nebo polouzavieném intervalu, je v
krajnim bodé defini¢niho oboru jednostranné spojita.

Velmi zajimavé i z praktického hlediska jsou véty o spojitych
funkcich na uzavfenych intervalech. Uvedeme ty nejvyznamn

v

S
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4.6 Spojitost funkce

Véta 4.6.2 (Weierstrasova).

Je-li funkce spojitd na uzavieném intervalu (a, b), pak na tomto
intervalu nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Véta 4.6.3 (Bolzanova).

Necht funkce f je spojitd na uzavfeném intervalu (a, b) a necht
plati f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alespoi jeden bod ¢ € (a, b), ve
kterém f(c) = 0 (graf funkce protind osu x).

Grafické znazornéni této véty se zajimavou aplikaci naleznete v
Prezentaci 4.6.2.
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4.6 Spojitost funkce

Véta 4.6.4 (Rolleova).

Necht funkce f je spojitd na uzavfeném intervalu (a, b) a necht
plati f(a) = f(b). Pak existuje alespori jeden bod ¢ € (a, b)
takovy, Ze te¢na ke grafu funkce vedend bodem [c, f(c)] je
rovnobézna s osou Xx.

Grafické znazornéni této véty naleznete v Prezentaci 4.6.3.
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V této kapitole byste méli beze zbytku pochopit pojem limity
funkce. Umét vysvétlit slovni spojeni: vlastni limita ve vlastnim
bodé, nevlastni limita ve vlastnim bodé, vlastni limita v nevlastnim
bodé, nevlastni limita v nevlastnim bodé a na kazdy pfipad umét
zkonstruovat konkrétni funkci, kterd ma pozadovanou limitu. Dale
byste méli umét prakticky vypocitat tyto limity podle prislusnych
matematickych vét. DileZitym objektem pri vysetfovani pribéhu
funkce (v dalSich kapitoldch) bude asymptota. Proto byste méli
zvladnout techniku vypoctu jak asymptoty bez smérnice, tak
asymptoty se smérnici. V neposledni radé byste méli pochopit
pojem spojité funkce a presné védét, kde jsou zakladni elementarni
funkce spojité (véta 4.6.1), nebot se spojitymi funkcemi se pracuje
mnohem Iépe neZ s nespojitymi.
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Bylo dobré pochopit vysledky vét o spojitych funkcich na
uzavreném intervalu (budou se jesté hodit) - véty 4.6.2, 4.6.3 a
4.6.4.

Klicova slova

okoli bodu, limita funkce, vlastni limita, nevlastni limita,
asymptota ke grafu funkce, spojitost funkce
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